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Anagrammes Alterne´s
GERMAIN KREWERAS AND JACQUES BARRAUD
This is a natural complement to a paper mentioned as reference [1], where a conjecture is formulated
in connection with the Genocchi numbers of the second kind. The conjecture is proved true with the
help of a counting device for anagrams, a concept which may be of interest for its own sake.
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1. DE´FINITIONS ET CONVENTIONS
Convenons d’appeler ‘n-anagramme alterne´’—ou plus simplement ‘anagramme’—un mot de
2n lettres comportant deux occurrences de chacune des lettres de l’alphabet f1; 2; : : : ; ng et tel
que, si l’on de´signe ce mot par:
x1 y1x2 y2 : : : xn yn;
on ait, quel que soit i :
xi  i et yi  i:
On de´signera par A.n/ l’ensemble des n-anagrammes, et par A.k; n/ l’ensemble de ceux
d’entre eux qui commencent par x1 D k. Exemple:
m D 5 1 6 1 4 3 7 2 6 5 7 3 8 4 8 2 2 A.5; 8/:
Dans ce qui suit, on emploiera syste´matiquement les minuscules pour les cardinaux des
ensembles de´signe´s par des majuscules; on a e´videmment ainsi:
a.n/ D
nX
iD1
a.i; n/:
De plus, on a
a.1; n/ D a.n − 1/: (1)
En effet, a` partir de tout .n − 1/-anagramme, on peut obtenir un mot bien de´termine´ de
A.1; n/ en ajoutant 1 a` chacun de ses termes et en plac¸ant a` sa gauche le couple x1 D y1 D 1.
Notons qu’a` partir de tout n-anagramme on peut en obtenir un autre (e´ventuellement confondu
avec lui) soit en e´changeant la premie`re et la dernie`re lettre, soit en e´crivant dans l’ordre inverse
les comple´ments a` n C 1 de toutes ses lettres. A partir de l’exemple m donne´ ci-dessus, on
obtient ainsi:
m 0 D 2 1 6 1 4 3 7 2 6 5 7 3 8 4 8 5 2 A.2; 8/;
m D 7 1 5 1 6 2 4 3 7 2 6 5 8 3 8 4 2 A.7; 8/;
de meˆme que:
m0 D m0 D 4 1 5 1 6 2 4 3 7 2 6 5 8 3 8 7 2 A.5; 8/:
Il est e´vident que pour tout mot m appartenant a` A.k; n/, on a: m0 2 A.n − k C 1; n/, et
par conse´quent:
a.k; n/ D a.n − k C 1; n/: (2)
Le but principal du pre´sent article est de montrer que, quels que soient n et k .k  n − 1/,
on a:
a.k C 1; n/ D a.k; n/C
n−k−1X
iD1
a.i; n − 1/−
k−1X
iD1
a.i; n − 1/: (3)
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2. LES QUATRE CLASSES D’ANAGRAMMES COMMENC¸ANT PAR k OU k C 1
Supposons l’entier n fixe´. Par de´finition, xi peut eˆtre e´gal a` un entier donne´ k si et seulement
si i  k. La condition analogue pour yi est i  k. Il apparaıˆt donc commode, pour faire
correspondre les mots de A.k; n/ avec ceux de A.k C 1; n/, de distinguer:
(1) quatre classes dans A.k; n/:
B: si yk D k et xkC1 D k C 1,
C : si yk < k et xkC1 > k C 1,
D: si yk D k et xkC1 > k C 1,
E : si yk < k et xkC1 D k C 1.
(2) et de meˆme quatre classes dans A.k C 1; n/, B 0, C 0, D0, E 0 respectant pour yk et xkC1
les meˆmes conditions que pour B, C , D, E .
Il existe une bijection e´vidente entre B et B 0. Elle consiste a` e´changer, dans chaque mot de
B, l’occurrence de k en x1 avec l’occurrence de k C 1 autre qu’en xkC1. Il en est de meˆme
pour C et C 0, en e´changeant dans ce cas les deux occurrences de k avec celles de k C 1. On
a donc: b D b0 et c D c0.
Pour ce qui concerne chacun des mots de D, il peut eˆtre mis en correspondance avec deux
mots bien de´termine´s de D0, puisque l’occurrence de k en x1 peut eˆtre e´change´e avec l’une ou
l’autre des deux occurrences de k C 1. Donc d 0 D 2d.
Avec E et E 0, la situation est inverse´e par rapport a` la pre´ce´dente, ce qui entraıˆne: e D 2e0.
Les quatre cas ainsi analyse´s conduisent a` l’e´galite´:
a.k C 1; n/ D a.k; n/C d − e0: (4)
Ils sont illustre´s par le tableau suivant, donnant les 12 mots de A.2; 4/ et leurs correspondants
dans A.3; 4/:
y2 x3 y2 x3
# # # #
.B/ 2 1 3 2 3 1 4 4 $ 3 1 2 2 3 1 4 4 .B 0/
2 1 4 2 3 1 4 3 $ 3 1 4 2 3 1 4 2
2 1 4 2 3 3 4 1 $ 3 1 4 2 3 2 4 1
# # # #
.C/ 2 1 2 1 4 3 4 3 $ 3 1 3 1 4 2 4 2 .C 0/
2 1 3 1 4 2 4 3 $ 3 1 2 1 4 3 4 2
2 1 3 1 4 3 4 2 $ 3 1 2 1 4 2 4 3
# #
# # 3 1 2 2 4 1 4 3 .D0/
.D/ 2 1 3 2 4 1 4 3 !
3 1 3 2 4 1 4 2
3 1 2 2 4 3 4 1
2 1 3 2 4 3 4 1 !
3 1 3 2 4 2 4 1
# #
.E/ 2 1 2 1 3 3 4 4 # #
 3 1 2 1 3 2 4 4 .E 0/
2 1 3 1 3 2 4 4
2 1 4 1 3 2 4 3
 3 1 4 1 3 2 4 2
2 1 4 1 3 3 4 2
Par ailleurs, en raison de la syme´trie des de´finitions de D.k; n/ et de E 0.n − k; n/, tout mot
m de D0.k; n/ a pour correspondant e´vident m0 appartenant a` E 0.n−k; n/, et re´ciproquement.
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Par exemple:
m D 5 1 6 1 4 3 7 2 65 73 8 4 8 2 2 D.5; 8/;
a pour correspondant:
m0 D 4 1 5 1 6 2 43 7 2 6 5 8 3 8 7 2 E 0.3; 8/:
La formule (4) peut donc s’e´crire:
a.k C 1; n/ D a.k; n/C e0.n − k; n/− e0.k; n/: (4a)
3. CALCUL DES TERMES APPARAISSANT DANS (4a)
Rappelons que E 0.k; n/ est l’ensemble des mots commenc¸ant par k C 1 pour lesquels on a:
yk < k et xkC1 D k C 1:
C’est une partie de A.k C 1; n/. Il est commode de la partitionner en deux classes suivant
que:
yk < k − 1 : classe S.k; n/;
ou
yk D k − 1 : classe T .k; n/:
En effectuant, sur un mot quelconque de S.k; n/, les deux ope´rations suivantes:
(1) permuter les deux couples d’occurrences contigue¨s yk−1xk et yk xkC1,
(2) permuter les deux occurrences de la lettre k et celles de la lettre de k C 1,
on obtient un nouveau mot commenc¸ant par x1 D k et pour lequel yk−1 < k − 1 et
xk D k, donc un mot appartenant a` E 0.k − 1; n/.
Ainsi, 4 1 5 2 31 4 3 5 2 2 S.3; 5/,
devient, 4 1 5 1 42 3 3 5 2,
puis 3 1 5 1 3 2 4 4 5 2 2 E 0.2; 5/.
Nous sommes en pre´sence d’une bijection, car en effectuant les ope´rations inverses, tout mot
de E 0.k − 1; n/ se transforme en un mot bien de´termine´ de S.k; n/.
Quant aux deux autres ope´rations suivantes, applique´es a` un mot quelconque de T .k; n/:
(1) supprimer yk et xkC1, respectivement e´gaux a` k − 1 et k C 1, et rapprocher les deux
blocs restants;
(2) retrancher 2 a` x1 (k C 1 devient k − 1) et 1 a` tous les termes supe´rieurs a` k C 1;
elles le transforment e´videmment en un mot de A.k − 1; n − 1/. Il est aise´ de ve´rifier qu’il
s’agit de nouveau d’une bijection.
Exemple: 4 1 5 1 3 2 4 2 5 3 2 T .3; 5/,
devient 4 1 5 1 3 2 5 3,
puis 2 1 4 1 3 2 4 3 2 A.2; 4/.
Il est ainsi e´tabli que
e0.k; n/ D e0.k − 1; n/C a.k − 1; n − 1/:
Il en re´sulte, puisque E 0.1; n/ est vide:
e0.k; n/ D a.1; n − 1/C a.2; n − 1/C    C a.k − 1; n − 1/:
La formule (3) annonce´e est donc e´tablie; elle s’e´crit plus commode´ment, pour les valeurs
de k infe´rieures a` n=2, sous la forme:
a.k C 1; n/ D a.k; n/C a.k; n − 1/C a.k C 1; n − 1/C    C a.n − k − 1; n − 1/:
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Ceci permet de former le tableau nume´rique suivant, dont la n-ie`me ligne donne les a.k; n/:
1
1 1
2 3 2
7 12 12 7
38 69 81 69 38
295 552 702 702 552 295
4. APPLICATION A` LA CONFIRMATION D’UNE ANCIENNE CONJECTURE
Le tableau ci-dessus a e´te´ rencontre´ dans [1] (p. 56), sous le nom de T2, et a donne´ lieu
a` la conjecture suivante: le k-ie`me terme de la .n − 1/-ie`me ligne de T2 est le nombre de
permutations de Dumont de deuxie`me espe`ce normalise´es de [2n] qui commencent par 2k.
Rappelons la de´finition de ces permutations: il s’agit des permutations de f1; 2; 3; : : : ; 2ng
dans lesquelles le 2i-ie`me terme est toujours < 2i et le .2iC1/-ie`me terme est toujours > 2iC1
(on les appelle parfois ‘de´rangements de Genocchi’); ‘normalise´es’ signifie qu’en outre tout
terme e´gal a` 2i C 1 apparaıˆt toujours apre`s (jamais avant) le terme e´gal a` 2i .
La parente´ des deux proble`mes peut eˆtre mise en e´vidence comme suit. A partir d’un
n-anagramme quelconque, soit
m D x1 y1x2 y2 : : : xn yn;
il est toujours possible de construire un mot
 D u1v1u2v2 : : : unvnunC1vnC1
tel que
ui D xi pour i 2 .1; 2; : : : ; n/; unC1 D n C 1;
v1 D 0; vi D yi−1 pour i 2 .2; 3; : : : ; n C 1/:
Ce mot  est de longueur 2.n C 1/; chacune des lettres .1; 2; : : : ; n/ y apparaˆit deux fois,
mais il y a en outre la lettre 0 en deuxie`me position et la lettre 2n C 1 en avant-dernie`re
position. Exemple: a` partir du 8-anagramme
m D 2 1 6 1 4 3 7 2 6 5 7 3 8 4 8 5;
on obtient
 D 2 0 6 1 4 1 7 3 6 2 7 5 8 3 8 4 9 5:
A partir de ce mot , il suffit de remplacer, pour chacune des lettres i autres que 0, la
premie`re occurrence de i par 2i et la seconde par 2i C 1 (la lettre 0 sera a` remplacer par
1); on obtient ainsi, de manie`re bijective, une permutation de Dumont de deuxie`me espe`ce
normalise´e de [2n C 2], de terme initial 2x1. Le mot  de l’exemple ci-dessus donne la
permutation
4 1 1 2 2 8 3 1 4 6 1 3 5 1 5 1 0 1 6 7 1 7 9 1 8 1 1:
La conjecture e´nonce´e dans [1] se trouve ainsi de´finitivement e´tablie.
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